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摘要：当前测量数据处理理论已经具备了较完善的理论体系，但是没有严格的从数值上去
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前言

矿山沉陷与变形监测是保证矿山安全生产的

重要技术手段，矿山沉陷是由采空区引起的围岩力

学平衡被破坏造成的地表塌陷及变形现象，发生在

采空区上方的地表；矿山变形主要是指各种原因引

起的主要井筒位移与变形、露天矿边坡的移动与变

形及矿山重要建构筑物的移动与变形；在矿山建立

沉陷与变形的检测体系，对于确保主要井筒、主要

建构筑物、边坡及沉陷区域的地表安全，解释沉陷

与变形产生的原因、了解和掌握其规律具有重要意

义。
沉陷与变形监测体系包括：设计并建立科学的

监测网、监测程序与方法、数据处理与分析方法、分

析和预报体制、应急和处理体制等。 本文从监测网

数据处理的网平差角度出发，分析影响网平差精度

的决定性因素。

1 当前数据处理理论前沿及存在的问题

在测量数据处理中，存在着大量的非线性参数

估计问题，从理论上讲，线性参数估计的理论和方

法同样适用于非线性模型的参数估计，但是由于非

线性模型关系的复杂性，导致其在估计准则，参数

结算和估计质量评价上均与线性参数估计不尽相

同。 所以必须研究客观事物的非线性本质，建立相

应的非线性模型估计理论，而在测量数据处理中应

用最为广泛的便是非线性最小二乘估计。
针对最小二乘法抗误差干扰性差这一缺陷，学

者提出了稳健估计理论， 其目的在于构造某种估

计方法，使其对于模型误差，特别是粗差具有较强

的抵抗能力。我国学者对这种方法进行了大量的深

入研究。 其中周江文教授提出等价权的概念，利用

等价权将 估计化为最小二乘估计， 使稳健估计以

业已存在的简便的算式在测量计算中得到实现 [1]；
李德仁教授提出用选权迭代法处理粗差的李德仁

法[2]；杨元喜教授首先研究了相关观测的稳健估计

问题，提出了相关等价权的概念，并构造了相关等
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价权函数[3]；刘经南教授首次从等价方差-协方差的

角度研究相关观测的稳健估计问题，并构造了相应

的相关等价方差-协方差函数[4]。
大地测量中的不适定问题包括病态问题和稚亏

问题，它广泛存在于 GPS 数据处理、形变分析、大

地测量反演和重力场向下延拓等领域。在拟稳平差

思想的启迪下欧吉坤教授提出了选权拟合法解不

适定问题[5]， 解不适定问题应根据具体问题对参数

做具体分析， 找出合理的权阵或参数约束矩阵，利

用统一的解式，可以得到符合客观实际的结果。 王

振杰教授抓住正则化矩阵的选取和正则化参数的

确定这条主线， 对大地测量中的不适定问题进行

了深入研究，建立起了一套较系统的不适定问题处

理理论框架， 进一步发展了 TIKHONOV 正则化方

法[6]。
当前这些数据处理理论已经具备了较完善的理

论体系，但是没有严格的从数值上去分析图形结构

的本征，本文从监测网平差的角度出发，分三个方

面对监测网的图形结构本征进行分析。

2 最小二乘与奇异值分解的关系

在信号处理和系统理论中，最常见的线性方程

组 Ax=b 是超定的和非满秩的，即秩亏缺的，也就是

说，矩阵 A∈Cmxn 的行数 m 比列数 n 大，且 r=rank
(A)<n。 令 A 的奇异值分解由式 A=U∑VH 给出，其

中，∑=diag（σ1，σ2…σr , 0,…,0）,(ding 为在 Matlab 中

构造一个对角矩阵)考察：
G=V∑+UH （1）
式中，由奇异值的性质知道，G 是 A 的 Moore-

Penrose 广义逆矩阵。 因此：
x=Gb=V∑+UHb （2）

给出了最小二乘的最小范数解。 此时，解 的误

差矩阵由下式：
∑x =(AHA)-1=V(∑T∑)+ VH （3）
给出，式（前式）可表示为：

（4）

它是最小二乘问题：
min‖Ax-b‖2 （5）

的最小范数解，相应的最小残差为：

应用奇异值分解求解最小二乘问题的方法常

简称为奇异值分解方法。虽然在理论上，当 i>r 时奇

异值 σ=0，但是计算出来的奇异值 σ1，i>r 并不会等

于零，有时甚至表现出比较大的扰动。 因此，需要有

计算秩 r 的估计值 r 的方法。
在利用最小二乘法解决大地控制网中的测量

平差问题时（不考虑权的影响）：
BTV=0 （7）
BT 的每行表示对应的在参数方向上的基，此式

子就表示误差在参数方向上的分量的和为零。
对 B 矩阵做奇异值分解：

B=U∑VT （8）
将上式代入下式得到：

PV=0 （9）
其中 P 表示在观测值方向上的基， 表示为：

P=B（BTB）-1BT 。 此式子就表示误差在观测值方向上

的分量的和为零。 因此最小二乘法的平差方法误

差在分配上满足以下两个要求： 一是 Pv=0， 二是

BTv=0。
对于误差分配，计算出误差在参数方向上的分

配(X),以及在观测点与未知点之间观测距离上的误

差（V）,然后对 B 矩阵进行奇异值分解 B=U∑VT，其

中 U、S、V 是酉阵，具有对称性，正交性，幂等性。
而∑=ding(σ1 ,…，σr ,0,…,0)。 则有奇异值的性质，A
的广义逆矩阵 G 可表示为：G=V∑+UT。

式中，∑+=ding(1/σ1 ,…，1/σr ,0,…,0)。 则最小二

乘最小范数解可表示为： x=Gl=V∑+UTl。

写成向量表达形式有： x= ，

令 Pi=viui
T, 则有 x= 。

其中 P1 为 n×n 矩阵，有 n 层基底，在每一层基

底上对误差进行n×n的分配。 最后将 n 维空间中的

基底相互叠加，得到最后的平差结果。 由于在每个

基的方向上误差的大小和方向不同，所以相互叠加

后，任何一个观测值方向上的误差分量和为 0。

由式 x= 其中 ， 以及误差

分配的微观结构可以看出客观影响误差分配的因

素是 σ。 σi 越大，则在这个方向上分得的误差分量

越小； σi 越小，则放大了这个方向上所得的误差分

量。 因此，决定平差精度的最重要指标就是系数矩

阵 B 的奇异值分解 σ 的好坏， 研究 σ 成了研究网

平差结果好坏的最重要的因素。

3 监测网的图形结构本征分析

＾

＾

＾

（6）

＾

＾
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由于监测网的观测值是方向余弦，且观测方程

的系数矩阵 B 是一个正余弦阵，其结构都是由观测

值方向 θ 决定的，为了研究观测值方向 θ 是如何影

响 σ 的，我们从以下三个方面进行讨论：
1、只有两个观测值的情况，固定一个观测值，

不断改变另一个观测值的方向，即对 θ 进行间断自

由取值，其范围是 0-π，观察 σ 的变化情况。
取二维坐标对 B 矩阵进行讨论， 固定方向为

30 度， B 矩阵结构为：

对 θ 以 10 度为采样间隔进行变化， 0-π 为观

察区间， 对 σ 的变化进行作图分析。 结果如图 3.1

所示：

通过对图形的分析可以看出，只有两个观测方

向时 σ 的变化范围为 0 至 1，由公式 x=

可知，此时的 σ 属于误差放大因子。 当两观测值之

间夹角为 0 度或者 180 度时 σ 的值为 0，此时误差

放大最为严重；当两观测值之间夹角由 0 度增加到

90 度时，最小奇异值由 0 逐渐增加到 1，对误差的

放大作用逐渐减小；当两观测值间夹角为 90 度时，
最小奇异值为 1，此时对误差无放大作用；当两观

测值之间夹角由 90 度增加到 180 度时， 最小奇异

值由 1 逐渐减小到 0， 对误差的放大作用逐渐增

大。 由此可知，当旋转角度与固定角度成相互垂直

关系时， σ 取得最大值 1，此时对误差无放大作用。
2、 增加观测值的方向， 分别将整个坐标系

0-2π 平均分为 2 至 n 块来分析， 也就是将观测方

向从两个方向逐渐增加到 n 个观测方向，此时是将

0-2π 的坐标区间平均分成 n 块， 即有 n 个观测方

向，这 n 个观测方向同时参与计算，观察 n 的增加

是如何影响σ的变化的，以至于影响网平差的，此时

B 矩阵的结构为：

式中 i 的取值范围为 1-n。
本例子取 n 的最大值为 45 进行讨论。 经对各

种情况的 B 矩阵进行奇异值分解后，得其结果如图

3.2：

通过对图形我们可以看出，观测值的方向由 2
个增加到 3 个这个过程中， σ 的变化最为明显，直

接从 0 上升到了 1 之上， 由公式 x =

可知，此时网平差的精度大大提高；而当观测值方

向由 3 个逐渐增加到 45 个的过程中， σ 的变化曲

线逐渐趋于平滑， σ 的值也在随着观测方向个数

的递增而增大，但是增大的速度则越来越慢，此时

由于 σ 始终是大于 1 的，所以误差一直被缩小相应

倍数，误差被缩小的倍率逐渐减小。 由此可知当观

测值方向个数超过 3 个时，参与到计算的观测值越

多，观测的网形越趋完整，所以误差的放大倍率逐

渐减小。

（10）

图 3.1 最小奇异值随观测方向改变的变化情况

（11）

＾

＾

·12· 第 26 卷第 6 期能 源 环 境 保 护

中
国

煤
炭

期
刊

网
 

www.ch
ina

ca
j.n

et



＾
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下面，将此情况时的奇异值的最大、最小值进

行比较分析。 如图 3.3 所示：
通过对图形的分析我们可以看出，只有在只有

两个观测值时奇异值的最大、 最小值相差较大，在

参与计算的观测值个数大于 3 个时， 奇异值的最

大、最小值曲线完全重合，也就是说在观测值个数

超过 3 个时，由于是将 0-2π 的坐标区间平均分为

n 份，所以当观测值方向个数（即 n）固定时，平差网

的系数矩阵的奇异值的最大值和最小值之间并无

差异。 但是当观测方向个数增加时， σ 的变化即如

图 3.2 所示。
对于为何当观测方向数固定时，平差网的基元

结构没有影响奇异值的最大值和最小值之间产生

差异将在第三种情况中进行分析。
3、从上例所示的 2 至 45 种分块情况中，我们

抽出其中观测方向数为 15、25、35 和 45 这四种情

况进行对比分析。 在这四种情况中，我们令观测方

向数分别从 2 逐渐增加到 15、25、35 和 45，每种情

况直接将 0-2π 的坐标区间平均分为 n 等份，但是

并不是所有数据同时参加计算，而是从 0 方向由小

到大逐一参与计算， 直至方向数等于 15、25、35 和

45 时才将 0-2π 的坐标区间取满。 其结果如图 3.4
所示：

通过对图形的分析可知，当观测方向数固定为

15 个、25 个、35 个和 45 个时， 当起始只有一个观

测方向时最小奇异值均为 1，当参与计算的观测方

向数增加到两个时， 最小奇异值迅速下降到 1 以

下，此时的网形较差，之后，随着参与计算的观测方

向数的增加最小奇异值也在增大，在增加到固定方

向数一半的时候奇异值增加较为平缓，因为此时恰

好是将 0-2π 的坐标区间取了一半，网形较不稳定；
由图我们亦可看出，在参与计算的观测方向数未达

到固定观测数一半的时候， 在相同的观测方向数

时，将坐标轴平分的分数越少，则最小奇异值越大，

对误差放大倍数越小，此情况可由公式 x=

中的 P1 的取值较小来解释。
在上述抽样条件下，我们对四种情况下的最大

奇异值和最小奇异值进行对比分析。 其结果如图

3.5 所示：

通过对图形的分析可知， 起始当只有一个观

测方向时，奇异值的最大小值是相等的，因为此时

系数矩阵 B 为一行两列， 所以当对 B 奇异值分解

时只有一个值。 当观测方向数由 2 逐渐增加到固定

的观测方向数 15、25、35 和 45 时，也就是参与计算

的观测方向值取满坐标轴一周时，当取值增加到固

定观测数的一半的时候，就是与起始方向成 180 度

的时候， σ 的最大值与最小值相差最小； 当增加到

固定观测数的 1/4 与 3/4 时，即与起始方向垂直时，
σ 的最大值与最小值相差最大， 此情况可由图 3.1
进行解释； 当观测方向个数增加到固定观测数时，
即为图 3.3 所示情况， 将 0-2π 的坐标区间 15、25、

·13·李祎楠等 矿山变形监测网的图形结构本征
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（上接第 13页）
35 和 45 等分取满时， σ 的最大值与最小值一致。
4 结论

根据以上三种情况进行数据计算，通过对计算

结果的分析我们知道了网平差的观测方向是如何

影响系数矩阵 B 的结构的，以至于影响系数矩阵 B
的奇异值分解，从而是如何影响到网平差的误差分

配的。
由此可以得出，决定平差精度的最重要指标就

是系数矩阵 B 的奇异值分解 σ 的好坏， 研究 σ 成

了研究网平差结果好坏的最重要的因素。
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下， 它们的结构最稳定。 林地的稳定性指数介于

其他类型之间，它们受到一定程度的人为干预。未

利用土地的稳定性指数最小， 未受到人类活动的

影响，所以它的结构最不稳定，即处于完全自然状

态。

4 结论

应用分形理论研究土地利用空间格局， 对于

揭示土地利用斑块的稳定性，土地资源合理利用，
促进区域土地可持续利用来说， 不失为一种重要

工具。 运用该方法对金溪镇的土地利用结构进行

了分析，得出以下结论：
（1）通过对各类土地的分形建模，得出了各土

地利用类型的复杂程度是水域>未利用土地>林

地>耕地>园地>住宅用地。 稳定性程度是住宅用

地>园地>耕地>林地>水域>未利用地。
（2）人类活动较为强烈的耕地、园地、住宅用

地等单块面积较大的土地利用景观要素因其特殊

的社会功能，土地内部较为稳定，斑块边缘较为规

则，故而这些土地利用景观要素在自然状态下，抵

御外来干扰、维持其形态的能力较强。镶嵌在土地

利用现状图上的未利用地稳定指数最低， 其抵御

外来干扰、维持其形态的能力就较弱。

（3）针对整个研究区而言，各土地利用类型平

均分维值为 1.33，偏离随机运动值（1.500）较大，
稳定性指数在 0.2～0.3 之间的各土地利用类型的

面积占全镇土地总面积的 57.95 %， 这些数值表

明，随着城镇建设的进一步发展，在人为规划的影

响下， 金溪镇土地利用总的发展趋势逐渐趋于稳

定，但仍需在以后的土地利用总体规划时，进一步

考虑基于自然地理条件的人为干涉措施 的 合 理

性， 以使得全镇土地利用向更科学更合理的方向

发展。
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